Trimestre Abril-Julio 2009
Departamento de Cémputo Cientifico y Estadistica
Estadistica para Ingenieros — C03321
Respuestas guia tedrica 3
Estimacion

Respuestas

1. Sabemos que

-~

E(6,) = E(6y) =0, V(0y) = 02, V(03) = 02,503 = a by + (1 — a) b>.
a)

E(;) = E(af +(1—a)b)
— WE@)+(1-a)E@)
= ab+(1—-a)b
0
b)
V(é\S) = V(G9A1+(1_a)§2)

= V(ab)+ V((1—a)by)
= a’V(0)+(1—a)*V(b)

= a0+ (1 —a)o}

Para hallar el valor de a derivamos la varianza respecto a a, es decir,
V'(63) =2a0? —2(1 — a)o?,
igualando a cero, obtenemos
2 2 a3
2a0] —2(1—a)o5=0&a= g

Verifiquemos que en realidad a es un minimo, para ello se calcula la segunda
derivada

"

Vv (53) =ao?+2a035 > 0.

Por lo tanto, a es un minimo.

2. Sea Y7, Ys, Y3 muestras aleatorias de una distribucién exponencial.
a) Para comprobar que estimadores son insesgados
a.l

~

o 1 -x
E(01):E(Y1):/ Yige ™ dYi =9,
0

por lo tanto, 9A1 es insesgado.
a.2

1
5 ) = 3E0) + SE(Y) =6.

1

B = E <Y1 +Y2> 1



Asi, 05 es insesgado.

a.3

~ Y1 + 2Y; 1 2
E(03) = E (H;)2> = gE(Yl) + gE(Yl) =90.

De lo anterior se tiene que 0A3 es insesgado.
a.4 Para verificar si @\4 es insesgado, se debe hallar la funcién de densidad

del estadistico de orden, que denotaremos como gg (y)* (F'(y) es la
funcién de distribucién de la variable exponencial Y;):

95,(v) = nl—FyI" )
= 31— (T
o 3 *Sy
= Ee

~ i 3 3y 9
E(0,) = —eldy=—
(01) A ygerdy=g
De lo anterior se concluye que 54 no es insesgado.
* No se detalla cémo encontrar la forma de la funcién del minimo.
En el problema 7 se describe cémo hacerlo para el maximo, puede
deducirla de manera similar o remitirse a la bibliografia.

a.b
~ Yi+Y,+Ya 1 1 1
B0 = £ (T ) p0a) + 3B05) + 3E05) =0,

Asi, 05 es insesgado.

b) Para verificar entre los estimadores insesgados, cual presenta menor var-
ianza, se debe recordar que

V(z) = B(z?) - (E(x)*).

b.1
V(1) = B(Y?) — (BE(Y1)?) = 62
b.2 v v 52
V(§2) = (1);—2) = o
b.3 )
b.4

V(Bs) = ; 5

Yi+ Y +Ys) 62
— )=
Asi, la menor varianza es de 55.



3

3. Sea Y17,Y5, ..., Y, una muestra aleatoria de una poblacién con distribucién
Exponencial de pardmetro (6 + 1).
Se propone como estadistico é\l =y — 1 y verifiquemos que es un estimador
insesgado,

B(Sy) ,_n+) . _,
n

E(?l):E(g)—l:i

4. Sea Y ~ Poiss()\), Y1,Ys, ..., Y, una muestra aleatoria de observaciones so-
bre la cantidad semanal de descomposturas.

n

a) Se sugiere como estimador A\; = g, y se pasa a verificar que es un esti-
mador insesgado para A.

E(X;) = E(y) = E(Xyi) _ nE(y) —\

n n

b) Sea C' = 3y + y2. Se debe demostrar que E(C) = 4\ + \2.
E(C) =3E(y) + E(y®) = 3A + A+ A? = 4A + A2,

c¢) Para responder este inciso, calculemos E(%?), sabiendo que V(§) =
E(y*) — E(y)*

E@*) = V(@) +E@)*
_ V) [HE(y)}
- 2
n n
v
AN %
n
A
1 = 4N
(1) =
Consideremos €1 = E/(C’\l) = 3y+72. Verifiquemos que €] es un estimador
insesgado
E(é) = 3E(@) +E5)
EX A
= M + —+ )\2
N
usando(1)
= 4+ N
5. Sea Y= lectura del voltimetro; § = voltaje real del circuito, Y ~ Unif(6,0+
1) donde
0+0+1 20+1 0+1—6)>° 1
By tE0FL 4L OF1267 1

2 2 12 12
a) Se debe demostrar que Y es un estimador sesgado,

n

A Y\ 1 n20+1  20+1
B0y -5 (20) = 1y by - 2224y

Calculemos el sesgo,
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b) Sea f; = Y — L una funcién de Y. Verifiquemos que es un estimador

insesgado de 6,

N 1 20+1 1
E(Hg)—E(Y)—E<2> —T—i—&
¢) V(bh) = ZV(ZY;) = 1.
Asi,
. 1 12 1+3n
MSE(Ql) = ﬁ + (2 ) = Ton

6. Sea Y ~ Bin(n,p), donde E(Y)=npy V(Y) =npq, con g =1—p.

Consideremos el estimador p; = %, donde E(p;) =

EY)

a) Previamente, observe que

V(Y)=EB(Y?) -

E(Y)? = E(Y?) =np(1 - p) + n*p°.

Sabemos que 0% = V(Y).
Veamos que el estimador sugerido 62 es sesgado, el cual esta definido

como,

Asi,

b) Consideremos 63 = nX (
es un estimador insesgado

~2
02

Sea Y1,Y5,...,Y, una

n’;(lﬁyi
2~ B(Y)- ~E(Y?)

n

1
np — —(npqg + n*p?)

npq — pq # npq

Ya-Y)-n — ok ny_21 y verifiquemos que
" B(Y) - - B(Y?)

n—1 n—1
n B _ 2,2

g~ (1 = p) +n7p7]

np(1 —p)

npq

muestra aleatoria de una densidad, donde o« > 0 y

conocido, pero @ es desconocido.

Si # es maximo, entonces

<y} ={vi <y, ..V, <y}



Si Y; son iid, entonces,

PO<y) = PMi<y..Yu<y
— PV < y)P(Ys < y). PV <)
= [P(Y; <y)]"
Entonces,
Gyly) = [P(Y; <y)]" = F(y)"
Luego,

95(y) = n[Fy)]" ' f (),

que es el caso general; en nuestro caso,

o0 o _ ya
Gyly =/ —y*ldy = 2,
9( ) 0 on 21

nya(n—l) aya—l no

fé(y) = ga(n—1)  pa = Wy

an—1

0
~ no _
E@O) = /yranyo‘" Lay
0

0
no
= gan /0 yo‘"dy
an

= 0 #0
an+1 7

b) Consideremos 6y = %:;19 un multiplo de 6. Verifiquemos que 65 es un
estimador insesgado de 6.

6
BE(f,) = / L, on yontgy
o an g
an+1 [? an
= “gon / Yy
0
= 0
¢) Sabemos que V() = E(62) — E(§)2.
Luego,
52 ’ 2 QN an—1
E@0%) = / Y ogan ¥ dy
0
0
an
— W/ yom+1dy
0
_ an_ o

an+2



Para la varianza tenemos que,

v = - 92—< an 9)2

an + 2 an+1
_ an 2 (O[TL)2 02
- an+2 (an +1)2
an 9

(an+1)2(an+2)

Y para el sesgo,

5 an an
BO) = an+19_9_<an+1_1>9
0

an+1
Ast, MSE(D) = V(0) + (BO)?),

an 9 0 2
0° +
(an+1)24 (an+1) an+1
26?
(an+1)(an +2)°

MSE(f)

8. Y1,¥2, ..., Yo Una muestra aleatoria de y ~ N (u,0?)

a) Elresultado 4.90 del libro de Wackerly, Mendenhall y Sheaffer indica que

si la variable aleatoria y se distribuye segiin una Gamma de pardmetros
a'y [3, entonces se puede demostrar que E(y®) = %

Ahora bien, se sabe que si y se distribuye Normal con media p y varianza
o2, entonces la variable W se distribuye Chisq con (n — 1) grados de
libertad, donde W = (n — 1)5;

Como sabemos que la distribucién Chisq es un caso particular de una
Gamma, podemos decir entonces que W ~ Gamma (”51 , 2). Aplicando

entonces el resultado 4.90, se deduce que:

E(W?z) = 2n2§(<:_511)+ 3) _ (

)

(3
)
Ahora, si W = (n — 1)5—2 entonces W2 = (n — 1)%% Con lo cual:

E(W?) = @E(S)

AV LD (2
d (=)
n—1 "
De donde E(S) = %a Con lo que se demuestra que el esti-
2

mador o1 = S es sesgado.



—1)tor(n=t _1)lor( =t
) 3= CECR) g e
251 (3) 272 (1)
Se verifica que 73 es insesgado.

9. Sif = Y(1) donde Y{(;) = min(Y1,...,Y,, calculamos la f.d.p de Y{;), A saber:
Py () =n[l=Fy)]"~" f(y)- Luego:

fﬁl)(y):nh*(lfe*?)} 567%

n n
= —e 0YSiy>0
96 1Yy =~

Puede observarse que Y(;) ~ Exp(%), por lo cual E(Y{;)) = £.

Finalmente, E(0) = nE(Y(;)) = 22 = 0. Y se demuestra que el estimador

n

) = nY(y) es insesgado.

10. a) Se estima con un limite de 2 desviaciones estandar para el error a partir
del estimador puntual z = 11,3 :
16,6

V467
€11,34+1,54

€l3+

b) Se estima con un limite de 2 desviaciones estandar para el error:

1 — po € Ty — To £ 20z, gz,

1022 98
46,4 45.1) £ 2 ) ’
€ (46,4 —45,1) ( 167 +191>

€13+1,7

P1 — P2 € P1 — P2 £ 205, _p,

0,7820,22  0,6120,39
6(0,780,61)ﬁ:2<\/ ST T )

€ 0,17 £ 0,0802

13. a) Sea Xj=numero de estadounidenses que consumian fibra en 1983 y
Xo=numero de estadounidenses que consumian fibra en 1992.
X1 ~ Bin(1250,0,59) y Xo ~ Bin(1251,0,53), pero al ser n; y na
grandes, py = % y p2 = % se distribuyen aproximadamente normal

(de acuerdo al TCL), asi que la estimacién puntual serd: p; — pp =
0,59 — 0,53 = 0,06.



14.

15.

16.

18.

8

El error en la estimacién (usando un coeficiente de confianza de 95 serd:
0,0388

b) 0,06 £ 0,0388 = (0,0212,0,0988) Como este intervalo NO contiene al
cero, quiere decir que la proporcién de estadounidenses que consumian
fibra en 1983 es mayor a la de 1992, por lo tanto si disminuyé el consumo.

I.C. de 98 % para la diferencia de proporciones 0,06 + 2,325 x 0,01981545 =
0,06 & 0,046. Entonces, el intervalo quedaria: (0.0139, 0.106). Este intervalo
es mas estrecho que el anterior, pero sigue siendo igual la conclusién: el con-
sumo de fibra s{ disminuyé (aunque poco) entre 1983 y 1992.

Sabemos que V(y) = Ay que E(g) = \; V(§) = %

Luego, utilizaria A = § como estimador del pardmetro porque es un esti-
mador insesgado.

El error estandar deX es o5 = \/V (§) = \/%

a) A =20p/uvy =205, =2,/2 =12649
b) 0 = X4 — Ap luego, 0=72,—7p= —3p/uv
Ahora, V(0) = V(T4 — Zp) y como las muestras son independientes:

V(0) = V(za) + V(zp) = 24 + 25 Por lo tanto, 0; = /24 + I8,
Con este resultado calculamos un limite para el error de estimacién:e =
205 = 1,8547p/uv.

Con probabilidad de al menos 75 % (usando el teorema de Tchebyshev)
el verdadero valor de la diferencia se encuentra entre -4.8547 y -1.1453
p/uv, con lo cual se puede afirmar que el método B produce en promedio
més puntos de nucleacién (la diferencia es negativa con alta probabilidad
para un error menor a 2 desviaciones tipicas).

a) Siy ~ Unif(0,6) entonces f(y) = 5 y F(y) = 4. Ahora, si denotamos
fy. (y) alaf.d.p. del méximo, tenemos que: f,, (y) = %y"‘l y F,, (y) =
En

g
Ahora, si U = %y(n) entonces

1
Fy(u)=P(U <u) = P(gy(n) <u) = P(ym) < 0u)

Para establecer el dominio de U:
cuando y,) =0 —u=0y
cuando y,) =0 — u = 1.
Luego:
» Siu<0= P(yn) <0u) =0 porque fu es negativo y por definicion
0 > 0 (0 tomaria valores negativos).
» Si0<u<1l= P(ypm) <0u)= (%“)nzu”.
= Siu>1= P(ypmn < 0u) =1 porque Ou es mayor que 6 y por
definicién 0 < y < 0 (entonces el minimo siempre serd mds pequeno
que un valor mayor que 6).
Por lo tanto, se demuestra que:



0 siu<O
Fyuy=<qu" si0<u<l1
1 siu>1

b) Hallamos un valor b que aporte un limite unilateral para un intervalo de
95 %:
PU<b)=0"=095=b= /0,95

Luego:
1 Y(n)
P(U < {/0,95) =P (= $/0,95) =P 6
(= Vo) <9y<">< ’ ) <¢m<>

Y(n)
0,95 "

de donde se obtiene que L; =



